Fonctions circulaires : Solutions
bxercices de base
. Déterminer le domaine de définition et le(s) zéro(s) des fonctions suivantes :
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2. Déterminer la période des fonctions suivantes :

(a) sin® x cos ng
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2. Calculer les limites suivantes (si elles existent)
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("f. Dériver les fonctions suivantes

(a) sin 5—33)
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5': Déterminerda-période-et étudier la variation des fonctions suivantes

(a) sinx — sin2x
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5. Etudier complétement les fonctions suivantes (on ne demande pas la dérivée se-
conde)
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Mouvement harmonique

1. Déterminer l'amplitude, la vitesse angulaire, le décalage temporel, la phase, la

période;, la fréquence et le décalage vertical des fonctions suivantes:
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; 3. Trouver 'expression analytique des fonctions représentées ci-dessous :
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4. On considére les deux fonctions suivantes
. 1 3
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a) Résoudre algébriquement f(x) = g(x).
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(c) A partir du graphe de sin x, esquisser le graphe de f(x) par manipulations
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- (d) Dansle méme repere, ci_essinter le graphie de g(x).
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(o) Verifier surle graphique les solutions de I'équations f(x) = g(x). (A3, < )
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— — ]

Ext =5 /um f n .,‘j.‘._ £ ’L,_(-a ne“_, q z_ lzﬂ,ﬁ_Jl
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5. Trouver dans chacun des cas suivants une fonction du type f(t) = Asin(wt+ ¢) +

B qui représente la variation de la température durant le jour, ¢ étant le temps en
heures, f(t) la température en °C et =0 correspondant & minuit :

(a) La température maximale est de 10°C, et la température minimale de -10°C
est atteinte a 4 heures du matin.

A - i‘°_'(_'.‘_.'_'.)=4o B o 43 e
2

=0

l =24 -3 o= 01 e, U +€ - 4o
V2

Co

1?(e) 5

/IO/yt‘/»(.‘Z-é-/’_:;n)

<=5_7-—._C_P = Ao e ‘(f»"._____.‘n

Ve AL

(b) La température varie entre 10°C et 3)°C, et la température moyenne de 20°C
est observée la premieére fois a 9 heures du matin.

A zZANS (3)

= 20 7= 24

1: = 9. Ca -:.?: =D = 30
4 > - — - Mg P

b
p(e) -

1o fh}n(ﬂ. (’-3‘-'1)+ 210
i g

(c) La température maximale de 28°C est atteinte & 2 heures de I'aprés-midi, et
la température moyenne de 20°C est notée 6 heures plus tard.
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6. Lorsqu'un fleuve se jette dans 1’océan, la profondeur de ce fleuve varie en fonc-
—tion-des marées. Le tableau suivant donne la profondeur (en m) dela Tarmse, -
Londres, sur une duree de 24 heures. ‘ ‘ |

Heure | 0 | 1 | 2 | B | 4 | 5|6 | 7|8 ]9]|10]11
Profondeur | 8, | 0 | 9,9 | 10,3] 101193 |81 ] 7 | 6 | 545562
Heure | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 |17 |18 |19 | 20 | 21 | 22 | 23
Profondeur | 7,3 |84 95| 10,1102 (97|87 |76 66 59 56|59

~ (a) Reporter les donnees sur un graphlque avec le temps sur I’absasse et la pro- |
fondeur sur 1’ordonnee N ,

P
12
10 &
el
‘s 4 &
/ )
yl/ ) ,v_,/.\
/6
4
2
t
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
-2

(b) Déterminer, sur base du graphique, une fonction P(t) = A sin(wt +¢)+B
approchant au mieux les données du tableau. |

A 4939 Loug| _,_B/"’/“’?“ - 2%
‘ Z i | | ,' ‘ !
T: A6_ 3 = A3 | = C‘-—‘ 2(\ ('F"" {
‘ /l

?(f) 2| .2/‘1{) Adm %L ,4.: ?,/3{,;,_

(C) A quelles heures de la journée, le niveau de l’eau Vaut-ll 9 m7 Verlﬁer gra—
—phiquement les calculs réalisés. B G ae -

Pl =9 & 2,85 +2us nin 20/ 3,:,/».2"6 617

13 (5
= 0 & @, i 4 & +,43,‘?~= =2 L’: 44431&
) ‘
oo b 22653 #ask | JC. 554k

koo - W KG) | la ~>C3)&<q)
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|
x | ; i
- | I -
| (d) Si un bateau a besoin d’au moins 7 m ci’eau pour naviguer en toute sécurité
sur l&ﬂlamiserégepmMez—g1=apbi quement les intervalles de temps pendant
lesquels la navigation n’est pas stire. Vérifier les résultats par calcul. |
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7. Tension artérielle
A tout moment notre coeur bat : la pression sanguine augmente pour décroitre
ensuite entre deux battements. Les maximum et minimum de pression sanguine
portent respectivement les noms de pression systolique et diastolique. La lecture
de notre pression sanguine, a I'aide d’un tensiomeétre, donne deux nombres cor-
respondant aux pressions systolique/diastolique. Une lecture 12/8 est considérée
comme normale.
La pression sanguine d’une personne est modélisée par la fonction p(t) = 11,5+
2,5sin 1607t dans laquelle p(t) est la pression en cm Hg et t est le temps exprimé
en rninutes.

(@) Quelle est la période de p(t)?
W = qbo (0 G

y

X
2 0001 O 0001 D002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0008 0O1 0011 0012 0013 0014 0015 0018 0017

(d) A quels moments la pression sanguine vaut-elle 127 87? 10;257?. Justifier les
résultats par calcul.

w)» : AZ b :QIOQQ{ /: 0/00;‘ ) o]Q "—3
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8. Rythme circadien

La variation de température du corps humam est un exemple de rythme circadien,
processus biologique qui se répete approximativement toutes les 24 heures. La
température est maximale vers 17h et minimale vers 5 h. On mesure le temps (t)
en heures, t = 0 correspondant a minuit. On note T(¢) la température du corps (en
°C) a l'instant ¢.

On suppose que la température minimale d’un individu donné est de 36,83°C et
que sa température maximale est de 37,17°C.

(a) Déterminer la fonction T(t) = Asin(wt + @) + B qui modélise la situation.
Ed‘\-l:t_lv i n,\’/h-sax — =) T';-Z.(/l?—»r);.‘z(f
|

- ©,1% 2 B -31

L
.

A DHAI %, 3
2

é—A: f—f(‘:“f’\ =) Ce:,—.b(Lw ::—-I_L_D.

=
) -
( = »1?'%(_@ ¢ L_...‘ﬂ\ « 3}
iz /
(b) A quels moments de la journée la température de cet individu est-elle de
37°€e?

Ter2 @ Aim (O E_1Q | - o )=y

L (G

t:?B

(c) Quand sa température est-elle inférieure ou égale 4 36,9°C ?

T < 3¢3°C (= M(l.k,.i'_f.\)é-qﬁ’g
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9. La coupe d’une montagne a un prof11 smuscndal eton deade d’y construlre une;
——wpieferrée comme mdlque dans Ie croquls c1~dessous IS N R S —

M 1 » ; ) ) N
I I s — .
b 00m | L ’
—{(a) Trouvez des expressmns pour les. parametres A w, pet B qu1 correspondent‘
avec le prof11 y f (x) du type f | . : , c , ;
f(x) Asm(wx + qo) + B
et avec les mesures indiquées sur le croquis. Expliquer le raisonnement.
(a . S e da‘/ Lj, 2 Z(ov.—.o AV,"‘,,"{QJ
Nmar , LA S ynae— - | ; | _
| ) — = Adeo
i 7?20 =2 T = 4‘100 = o ‘-‘,,z_if.?(a_\ w o I ||
v T | Too
7 On | = = A4S ( )
< o @ " ':)»a  a 0O = A50 Hun °+<€ 4 Ao
s 2 |
. (’# A M : Y —— -
| 5
& HT o>



(b) Donnez une expression pour la longueur t1 du tunnel et p1 du pont (sur l’axe
~y-=0), en fonction des parametres A w, (p et B. Calculez ensuite 1a valeur de -
t1 et de pl a 1 metre pres ' 3 ‘ | : 5 i ,

P("‘ ;‘-" | 450 v (n%,.,—io ?5) +Ao<> ;o |

| | ! ;‘ " | A : i ’ ! | |

() On dec1de alors de rehausser la tra]ectcnre de la voie ferree de 50 metres.
Calculez la nouvelle valeur de tz du tunnel et P2 du pont é 1 metre pres

Q( = SO &> /15'0 n ( n"‘,_ —}3) & 4:»4'50 ,
; '?‘o. ' ! |

1

|

o Lh»; IO

PrEEL -»»~5f>,v?~3-:3—»«=‘>3ﬁgc—'o.e pranr i

Qa - o ;é = 3,49 i(so? =938
?oa I f . N o ‘ e

= 8SA | | ? =Av0s _ 338 = 168 mn
3. |



. Exercices récapitulatifs
l
f.est. la fonction définie sur R par : f(x) = =cos2z — cosz. et C est sa courbe
représentative dans un repére orthonormé ]

i. Montrer qt

1e f est pé1

-iodique de période 27 ;

0(s) - 4 Ce L(rn+2n>_ (xtzn)
* Z
= A 27> ( 2.4 44751 \ - 2 N
y 2
= A Caoy 2 N Ce> M
5 .
ii.. Démontrer.aue.la courbe. C.admet Vaxe des.ordonn es.Dour-axe-de.svmétrie
ii.- Démontrer e J-cousbe &admetLae des otdonnpes paur sxp desymétrie
p & ¥ )
4 1_—13.)—-1.“31(.-1) — '_{ CHy 2% - 2N
A X T
A cen 2. % . Con A :1(_9,5&-:&_4;497
' Z.
(b) i Déterminer 1a foniction dérivée de f
ii. Démontrer que pour tout réel z, f'(z) = sinz(—2cosz + 1)
ili. Dresser le tableau de variation de f sur [O, 7]
’
':-) L) ('&) - | aq M ODrn A\
—X = - -
Ce = e Lo Moy a2
- A«w«mc :_—-,044_.4,)

P

(0]
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2. On considére un trapéze ABCD tel que les angles ABC et DCB aient la méme
mesure q.
Déterminer les valeurs de a pour que le trapéze ABCD ait une aire maximale

sachant que le

s cotes AB

BC et CD mesurent un meétre.

)

4

ol R
Ll N
\ N 1 44(.444;“) ’(
A (g - U 7
s (/ -g?*\‘ «Q
J\*\» Ca) ( X ﬂ - A R
Yy -~ A / 4 N ) = < @
2.7
A\ 2 ( -1 oo ’\/)/t-
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A — n X =+ 4.~ <=-u70() Ceoy %
S L
-ad LNAa I = ) 7z, S 3. 2%
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o i
3. Soit f la/fonction définie sur par f(z) = sin’z — ﬁsmxll
(a) Etudier la parité de f ;
Q(" 'F) = ML(-"‘)—»EA{Q‘('t—k) 4’44‘
2
= [ '44@_:)!-'] e 3 2 ‘ M 41
i
(b) i Montrer que f est 27 périodique
:y(m»-} ) - /)&'«»H(%‘\‘?Jﬂ)_. (3 | (% +40) |44
- A!';’\ “L’,\ - E.,Ms_wm.ﬁt
. Jrlc,m\, o Tele ]
ii- En deduire quil sufit dstudier £ sur Dintervalle —g-, -321]
~(e) " i.[Calculer f 112{ + fz)' é“‘f(é?— 5:: . En déduire que la courbe|C;y est symé-
trique-par-rapport-a-la-droite d’équation-z-= ;
i §
Gm.__ag M«(n 4\-> - d:!a;;( ’l - ""\, = Con P
'—Dé 9-bw\ ) —;'\\ = p L4 \c@«-‘chn-n
r A\ TN 2 /
C,M\'Q& ,l§‘;‘t'~3vs- Alm_mss.__che/)«j Q{L‘:\_\
ii.{En déduire qu’il suffit d’étudier f sur lintervalle [—%, %} ]
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(e) Réspudre dans Péquation if (z) = 2 +v/3.
mlrk ﬁ_ %4.1\—2.4-(_?‘
(ﬁwmzm,r?%m - G-to
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____ . Un lapin désire traverser une route de 4 métres de largeur. Un camion, occupant
toute la route, arrive & sa rencontre & la vitesse de 60 km/h.
Le lapin décide au dernier moment de traverser, alors que le camion n’est plus
qu’a 7 métres de lui. Son démarrage est foudroyant et on suppose qu’il effectue la
traversée en ligne droite au maximum de ses possibilités, c’est & dire & 30 km/h!
Les mouvements sont supposés uniformes.
L’avant du camion est représenté par le seement [CC'] sur le schéma ci-dessous.
c 7 A
Y
e
C B 'D
Le lapin part du point A en direction de D. Cette direction est repérée par I’angle
6 = BAD avec 0 <0 < %
(a) Determiner les: distances AD et CD én fonction de 0 et les temps 11 €t T2 mis
par le lapin et le camion pour parcourir respectivement les distances AD et
CD.
T 4
(b).On pose f(0) = =+ 2tanf = =
oS
Montrer que le lapin aura traversé la route avant le passage du camion si et
seulement-si-f(6)->0:
(c) Sur base de la variation de la fonction f(6), déterminer une valeur approchée '
de T'angle selon lequel le lapin doit aborder sa course.
Q) e = - 4 iy lAD | U
AD Co» O
# ~
LD\»~ 6- 1},‘2 - B0 -9 tzm QA HCP-= 7 *‘1tm
4
b‘ AD Y Y b F+ G ‘Lon- ©
(S = ” -
25 30 cen © 6o
b) Lo QL il . ilt] st
\ > .
S =
cad E >
L A
j( )=3c>‘LL"t’\\ =" 0(8)),@
Z / g
L’utilisation de la calculatrice est vivement recommandé
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' 7. Tension artérielle | ' v
-A-tout moment notre coeur bat:/la- pressmn sangume augmente pour decroatre
ensuite entre deux battements. Les maximum et minimum de pression sanguine |

—portent respectivement les noms de pression systolique et diastolique. La lecture -

de notre pression sanguine, a l'aide d’un tensiometre, donne deux nombres cor-|

respondant aux pressions systolique/ dlastohque Une Iecture 12/8est c0n51deree
comme normale. | | |
La pression sanguine d’une personne est- modehsee par la f@ncﬂen p(t) 135 +

2,5sin 1607t dans laquelle p(t) est la pressmn en cm Hg et est le temps exprlme

—enrninutes: I S B S S e & —

_ (a) Quelle estla p_erlode de p(t) 1 , S N R _

(b) Quel est le nombre de battements par minute ? j

|

|

- N W s o e w ®m @

X
2 000t 0 0001 0002 0003 0004 C©0C5 0006 0007 0008 0009 0.01 0011 0012 0013 0014 0015 0016 0017 |
1 |

i
{

—(d) A quels moments la pressmn sangume vaut~elle 12 ? 87 10,257. ]ust1f1er les
résultats par calcul J | : . ‘. ; 5 ;
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Pl

e d'une montagne a un profil sinusoidal et on décide d’y construire une

. .
-8e comme-indiqué dans le croquis-ci-dessous

7l TIF Y

700m

. les ;axamétres A,(’,Vrg)gthu gnrrespop.dent

rec le profil y = f(x) du type

f(x) = Asin(wx + @) + B

avec les mesures indiquées sur le croquis. Expliquer le raisonnement.




(b) Donnez une expression pour la longueur #; du el et py du pont (sur 'axe
y =0) enieﬁcﬁe. ‘des parametres A, w, ¢-et z ensuite la valeur de

iy

t1 et de p1 a 1 meétre prés.

¢) On décide alors de rehausser la trajectoire de la voie ferrée de 50 meétres.
Calculez la nouvelle valeur de #, du tunnel et p2 du pont a 1 metre pres




