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162 CHAPITRE 7. SUITES NUMERIQUES

7.1 Définitions

Définition: Une suite numeérique est une application® de Ny dans RR.

S:Ng—>R:n—ay,

THEORIE

a. Une application de A dans B est une fonction qui, a tout élément de
A fait correspondre un élément de B

Par souci de simplification, il nous arrivera souvent d’omettre I’adjectif "numérique" et
de dire simplement "suite".

Définition: Les termes de la suite sont les nombres qui la composent. Une suite
est composée d'un nombre infini de termes (sauf si elle est limitée).

Pour nommer un terme d’une suite, on utilise une notation indicée : chaque terme est
noté par une lettre affectée d’un indice naturel (différent de 0) qui indique sa place (ou
son rang) dans la suite.

Les réels aq, ay, as, ..., a,, ... forment une suite.

Le terme général de la suite se note a,, et la suite (a,) avec n € INg .

Exemples:

111 . . .

1, 1976 est une suite de premier terme 1 et dont le terme général
s’écrit a, = ) avecn € Ny .

* (0,2,4,6,8,...) est une suite de premier terme 0 et dont le terme général
s’écrita, = 2n — 2 avecn € Ny

* (2,4,8,16...) est une suite de premier terme 2 et dont le terme général
s’écrit a,, = 2" avecn € Ny
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7.2 Caractéristique d’une suite

7.2.1 Détermination d’une suite

6éﬁnitions: Le terme général d’une suite peut étre déterminé de deux maniérem
 Formulation explicite : le terme général est défini par une expres-
sion dépendant de n. Cette formule permet de déterminer tous les

termes de la suite quel que soit leur rang.

* Formulation implicite (ou par récurrence) : le terme général est
défini par une expression qui le lie au(x) terme(s) précédent(s).
Elle ne permet pas de déterminer le premier terme de la suite, il
faudra donc le donner pour que la suite soit entierement définie.

N /

Exemple:

Soit la suite:3,5,7,9, 11, ...

* Leterme général peut s’écrire a, = 2n +1avecn € INy. Cette formulation
est explicite.

* Le terme général peut s’écrire a,11 = a, +2 avec a; = 3 et n € INy. Cette
formulation est implicite.

7.2.2 Croissance et décroissance

6éﬁnitions: Une suite (ay) est croissante si et seulement si \
Vn € Ng:a, > a,q
Une suite (ay) est décroissante si et seulement si
Vn e Ng:a, <a,_q
Une suite (ay) est strictement croissante si et seulement si
Vn € Ng:a, >a,q
Une suite (ay) est strictement décroissante si et seulement si

Vn e Ng:a, <a,_q
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Exemples:

* La suite (5n) est strictement croissante.
Pour démontrer cette propriété, il faut démontrer que 51 > 5(n — 1) quel
que soit n € INj.
Onabn >5(n—1) < 0> —5 ce qui est toujours vrai.
e La suite (—5n) est strictement décroissante.
La démonstration est la méme que précédemment.

7.2.3 Suite alternée

Définition: Une suite est alternée lorsque chaque terme a le signe opposé de celui
qui 'entourent.

Exemple:

((=2)") =(—2,4,-8,16,...)
Remarquons que cette suite n’est ni croissante ni décroissante

7.3 Les suites arithmétiques

7.3.1 Définition

Définition: Une suite arithmétique (ou progression arithmétique) est une suite
de nombres réels tels que chacun d’eux a partir du deuxiéme est égal
au précédent augmenté d'un méme nombre r appelé raison arithmé-
tique.

Ap41 = ap + 7

Exemple:

(3,7,11,15,19, 23, 27, 31, ...) est une suite arithmétique de premier terme 3
et de raison 4.

7.3.2 Terme général d’une suite arithmétique

Par définition, on a

a) =a)+r
az=ay+r=(ay+r)+r=a;+2r

ag = ay; + 3r

Donc
ay=a1+ (n—1)r
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7.3.3 Propriétés

1. Ona:
ay =a,+ (n—p)r
En effet
ap=a1+ (n—1)r
ap=ar+(p—1)r
@{ Ay =a;+nr—r
ap =ay+pr—p

En soustrayant les deux relations :

Ay — a4y = nr —np
ou, en réorganisant les termes :

ap =a,+ (n—p)r

2. Un terme d’une suite arithmétique est la moyenne arithmétique des deux termes
qui 'encadrent.
En effet, on peut écrire :
Ay =ay_1+7

ou encore

Ay_1 =0ay — 71
De plus,

App1 = An +7

En sommant ces deux dernieres expressions, on obtient :
Apy1+ay_1 =ap+r+a, —r =2ay

Oou encore
Apy1+ay-1

Vn € Ng:a, = >
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THEORIE

3. Croissance et décroissance d'une suite arithmétique :

* Silaraison r est strictement positive, la suite arithmétique est strictement crois-
sante.

¢ Sila raison r est nulle, la suite arithmétique est formée de termes égaux : ce cas
manque évidemment d’intérét ; la suite est constante.

¢ Si la raison r est strictement négative, la suite arithmétique est strictement dé-
croissante.

Somme de 1 termes consécutifs d"une suite arithmétique limitée :

Relation préliminaire :
Calculons la somme de n nombres naturels :S, =14+2+3+4+..+(n—1)+n.
On peut écrire :

Sp=14+24+3+.. +(n—1)+n
Sp=n+m—-1)+ ..+3 +2 +1
25, =n+1+n+1+.+n+14+n+1+n+1

ou
25, =n(n+1)

ou

nin+1
LIRSS

Nous désirons maintenant établir une formule qui permet de calculer rapidement
la somme de 1 termes consécutifs d'une suite arithmétique limité a n termes. On
a:

Sp=m+ay+az+...+a,_1+a,

ou encore, en utilisant la définition de la suite arithmétique :

Sp=m+a+r+a+2r+..4+a+n-2r+a+n—1)r
Sp=na+r+2r+3r+..(n—1)r
Sp=nm+[1+2+3+..(n—1)]r

n(n—1)

S, =nay+r 5

en raison de la relation démontrée ci-dessus.
On a encore
5, — n2a1 + rz(n -1)
a1 +am+r(n—1)
n=~n )

ou, en utilisant la définition du terme générale d"une suite arithmétique :

Sn:n 2

Cette relation permet de déterminer la somme de n termes d’une suite arithmé-
tique limitée.
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7.4 Les suites géométriques

7.4.1 Définition

6éﬁnition: Une suite géométrique est une suite de nombres réels tels que chac%
d’eux a partir du deuxieme est égal au précédent multiplié par un
méme nombre q appelé raison géométrique.

Ayl = An.qg

La raison est toujours différente de 0 et de 1; le premier terme est

\ toujours différent de 0. /

Exemple:

(2, 4, 8, 16, 32, 64 ...) est une suite géométrique de premier terme 2 et de
raison 2.

7.4.2 Expression du terme général

a = di.q
a3 = ar.q = (a1.9).q = a1.q

Donc
ay = ap.q" !
7.4.3 Propriétés
1. Ona
ay = ap.q" "
En effet
ay = ar.q"!
ap = a1.qP"
- { a, = al.q”qj
ap a1.q°q
En divisant les deux relations :
a _ q"
a, qf

ou, en réorganisant les termes :
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2. La valeur absolue d'un terme d'une suite géométrique est la moyenne géomé-

E| trique des deux termes qui l'encadrent.
o Ona:
I'.CT.'|> Ay = Ay_1.9
\
an ou encore 0
i =y
et

En multipliant ces deux expressions membre a membre, on obtient :

An
ap—1.0p4+1 = ?ﬂn.q

ou
_ 2
An—-1-n1 = ay

et donc
Vn € No : |an| = Van—1-0n+1

3. Croissance et décroissance d'une suite géométrique :

* Lorsque le premier terme de la progression géométrique est strictement positif,
ona:
— Si la raison g est strictement plus grande que 1, la suite géométrique est stric-
tement croissante ;
— Si la raison g est strictement comprise entre 0 et 1, la suite géométrique est
strictement décroissante;
— Si la raison g est strictement négative, la suite géométrique est alternée : le
signe de chaque terme est différent du signe de ceux qui I'encadrent.
* Lorsque le premier terme de la progression géométrique est strictement négatif,
ona:
— Si la raison g est strictement plus grande que 1, la suite géométrique est dé-
croissante;
— Si la raison g est strictement comprise entre 0 et 1, la suite géométrique est
croissante;
— Si la raison g est strictement négative, la suite géométrique est alternée : le
signe de chaque terme est différent du signe de ceux qui I’encadrent.

4. Somme de n termes consécutifs d"une suite géométrique limitée.
On a successivement :

Sp=m+a+az+...+a,_1+ay
Sp=a1+a1.g+a1.g>+ .. +a1.qg" % +a.q"!
Sn=a (1+q+q+..+9" 2+ q”*l)

et
4.5n =q.(m +ay+az+..+a,_1+a)
q.5n =q. (m + a1+ a1.> + .. + a1.9" 2+ a.9" 1)
G.Sn=m (q+ ¢+ 3. +q9" 1 +q")

et, par différence membre & membre,

Sn—q.Spn=a1(1—q")
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Donc

1—4g"

1—q

Cette relation permet de déterminer la somme de n termes d'une suite géomé-
trique limitée.

Sn:al




